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Sopadetortuga
BERNARDO MAYORGA*
«En estemundocaprichosonadaesmáscapricho-
so que la famapóstuma.Una de las más nota-
blesvictimasdela faltadejuicio delaposteridad
es Zenónel eleático.Habiendoinventadocuatro
argumentos,todosinmensamentesutilesy profun-
dos, la tosquedadde filósofosposterioreslo de-
claró a él un meroprestidigitadoringeniosoy
todosy cadauno de sus argumentosofismas.
Despuésde dos mil añosde continuasrefutacio-
nes,esossofismasfueronrestablecidosy constitu-
yeron la basede un renacimientomatemático".
BERTRAND RUSSELL [1]
I
11. INTRODUCCION
1
I Entre las paradojasde la lógicay las matemáticasquizála másconocida
1: -y la másespectacular-seala deAquilesy la tortuga,propuestaporZenón
I -
~'deElea (c.490-c.430a.C.)haceya másde24siglos:si el velozAquilescon-
cedealgunaventajaa la lentatortuga,jamáspodrádarlealcanceporrápido
e corra,ya quesi el héroepartedeun puntoA y el queloniodeunomásade-
t B, ambosavanz ndoenlín arectaenla mismadirección,cuandoel Pelida1-----
I
I
i
i
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paseporel puntoB el reptilestaráya transitandoporotromásadelanteC;
cuandoAquilespasepor C la tortugaya va enD, y así sucesivamente,de
suertequeel guerrerotesaliopuedeacercarsecadavezmása su contendora
perosinalcanzarlanunca.
Puestoque«enla vidareal••nosenecesitaserel aligeroAquilesparaalcan-
zar cualquiertortuga,el razonamientode Zenónera demasiadochocante
parapoderseraceptado al menosadmirado,asíqueno sehicieronesperar
lascriticase inclusoburlasa esey otrosargumentos-lascélebresapodasde
Zenón-elaboradosparademostrarla imposibilidadelmovimientoy de la
multiplicidad,argumentosquedetodasmanerasllevarona la crisisla doctri-
napitagóricadelnúmerocomoprincipiodela realidad.
Aristóteles(384-322a. C.),por ejemplo,impugnabalas paradojasde Zenón
afirmandoquesi bienel espacioy el tiemposoninfinitamentedivisiblesen
potencia,no lo sonen acto; quela esenciadelmovimientoes precisamente
«franquearel limite••, serla identidadentreun lugary otro lugar,así como
el devenirtieneporesenciaserla identidadentreel sery el no-ser,entrelo
mismoy lo otro [2].«Refutaciones••deesetiposeguíansiendoconsideradas
válidashastael siglopasadoporfilósofoscomoHegel(1770-1831).
La verdaderarefutaciónmatemáticadelasparadojasdeleleáticosóloesposi-
bledesde1872,afioenel cualDedekindy Cantorpublican,por aparte,sus
construccionesdelosnúmerosrealesa partirdelos racionales(loquequiere
decir,a partir de los naturales).Esa construcciónes la culminaciónde la
llamadaaritmetizacióndel análisis(iniciadapor Gaussy continuadapor
Bolzano,Cauchyy Weierstrass),quedesterródelas matemáticaslos miste-
riososinfinitesimales,a los quededicaronmuchaselucubracionesmatemá-
ticosaficionadosy filósofos(véase,por ejemplo,[3])*,y quefuepresionadapr&
cisamenteporpensadoresque,comoZenón,no tragabanentero.«Establecer
claramentelasdificultadesimplicadaseraseguramenter alizarla partemás
difícildela tareafilosófica,y estoeslo quehizoZenón••, diceRussell[5].
El presentearticuloseoriginóenel desafíolanzadoenun seminariodeHis-
toria de las Matemáticasa los estudiantes(últimocursode Licenciatura)
parademostrarqueefectivamenteAquilesalcanzala tortuga.Algunosde
los queintentaronresolverel problemapor su cuentalo hicieroncon los
elementosde física de quintode bachillerato,calculandodóndey cuándo
la alcanza,perobasadosenla suposiciónde queesosucede,queesprecisa-
mentelo quehayquedemostrar.Otrosexpusieronliteralmentelo queencon-
traronen un petulantearticulosobreel temaescritopor el sefiorJoaquín
Navarroen la enciclopediaUNIVERSITAS [6].Nadieentrególa solución
• Las magnitudesinfinitamentepequefiasvolvierona naceren 1961al inventarAbrahamRobinsonel Análisisno
estándar[4].Pero los infinitesimalesde Robinson son objetos matemáticosperfectamentedeterminados,queno admitenespecu-
lacionesde diletantes.
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correcta.El mismodesafiose repitióen un cursoespecialparalicenciados
ya graduadosduranteel IV ColoquioRegionaldeMatemáticas(Bucaraman-
ga,juniode1985),conlosmismosresultados.Por otraparte,ensustiempos
de estudiante l autorde estaslíneashabialeidoel excelenteanálisisque
dela paradojadela dicotomiahaceApostol[7]al introducirlas sucesiones,
y seconformóconpensarquesin mayorescambiossepodíaadaptara la de
la tortuga.Al volvernuevamentesobreel temaconmotivodeldesafiose
encontróconqueenla literaturadisponibleno hayunademostracióndirecta,
conbaseenlas matemáticasuniversitariascorrientes,delhechoquenosin-
teresa,estoes,de queAquilesalcanzala tortuga;y halló,por otraparte,
quelos pocosintentosqueenesesentidosehacenadolecendeerrorese in-
cluso,en el casodel sefiorNavarro,de imperdonablesagravios.Todoésto
seanalizaráenla tercerapartedeesteartículo.Por ahoraagreguemosque
unadelas causasdequeno aparezcala demostraciónesquela mayoríade
lasobrasseriasenquelasparadojas epresentanestádirigidaa unpúblico
inteligenteperoqueno necesariamentedominalos indispensablestecnicis-
mosmatemáticos,asíqueaparecenfrasescomolasdeque"sólopuedendiscu-
tirse de un modorealmentesatisfactoriopor mediode la matemáticamás
moderna»[8];"Peroesteasuntoestantécnicoqueresultaimposibledarcuenta
deél aquí" [5],etc.Hay por supuestoestudiosmuyprofundosy detallados
comoel de RussellenThe PrincipIesof Mathematics[1],queocupabuena
partede los capítulosXLII y XLIII, peroestámásquetododedicadoa
explicarla causadela paradoja,queesla aceptacióndelviejoaxiomade
queel todoesmayorquela parte,y decómoeseaxiomadebióserrechazado
por Cantorparaconstruirsu filosofíadel infinito,aplicandola cualla para-
dojadejadeexistir;peroRussellnosetomael trabajodeponera Aquilesa
alcanzarla tortuga,suponiendo,quizá,queel lectordesuobranodebetener
ningunadificultadenhacerloporsu cuenta.Russellcitadosarticulos([9]y
[10])de principios del siglo,en los cualesesposible,aunqueno muypro-
bable,quelos autoressehayantomadola molestiadehacercálculos.Para
comprobarlohabríaqueefectuaruna visita a la LondonLibrary, así que
mientraslos lectorescuriososesperanuna feliz oportunudadparahacerlo,
seofreceaquíla soluciónde la paradojautilizandoúnicamentelos elemen-
tosdeanálisismatemáticocorrespondientesa unbuenpensumdeingeniería.
2. PLANTEO DEL PROBLEMA
Zenóny Cantorhanapostadosusahorrosen unacarreraentreAquiles,el
héroedelospiesligeros,y unatortugapachorrudacualquiera.Zenónasegura
que de partir adelantela tortuganuncaseráalcanzada,mientrasCantor
afirmalo contrario.Paraevitarproblemasdeaceleraciónla carrerasehará
conpartidalanzada,demodoqueel cronometrajeseiniciaráenel momento
enquelosdoscontendoreshayanalcanzadovelocidadconstantey la tortuga
seencuentreL unidadesde longitudadelantedel Pelidaenunapistarecta
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condoscarrilesparalelosmarcadosA (paraAquiles)y T (parala tortuga).
Las posicionesenel momentodecomenzarla pruebasonlas mostradaspor
los puntosnegrosenla Figura1,cuandola velocidaddeAquileses v y la
de la tortuga av, cona E(O,l). Zen6n,comose dijo al principio,explica
T
A
F' o' ! r'" 1
quecuandoAquilesllegueenel instanteti a la marcaXi la tortugaya está
pasandoporX2;cuandoel héroepaseporX2enel momentot2ya el quelonio
va en Xl' y así sucesivamente,Aquilesseguiráacercándosea la tortuga,
perosin lograralcanzarlajamás.Cantor,por su parte,nos da permisode
hacerciertasdigresionesantesdeentrarenacción.
3. SOLUCIONES CANDIDAS
a) Un estudiantedequintodebachillerato,nomuyperspicazperoque
sabemanejarsus fórmulasde física,razonará:sea XAla posición
deAquilesy XT la dela tortugacuandohanpasadot segundos
desdeelpistoletazoinicial.Entonces
(O)
XT = L +avt;
cuandolas dosposicionescoincidan-¡Suponiendol quesedebedemostrar!-
tendremos
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vt =L +avt,
dedonde
L
t = (1_ a) v
(1)
reemplazandoel valorhalladode t encualquieradelasdosfórmulasde(O)
obtenemos
L
x= 1-a
(2)
Las fórmulas(1)y (2)nosdan,respectivamente,el instantey el sitio(medido
desdeel puntode partidade Aquiles)en que la tortugaseráalcanzada...
si esqueel Pelidalograhacerlo.
b) Menciónespecialmerece l ya citadoarticulodelsefiorNavarroen
UNIVERSITAS [6],articuloqueconstituye,en últimas,la causa
motrizdelpresente.
Comienzael sefiorNavarroconunaandanadadeofensascontraZenón,lla-
mándolodespectivamente«sofistal>al principioy concluyendola serieconla
afirmaciónde que«enrealidad,las paradojasde Zenónsonsimplesjuegos
lingtiísticosideadosporalguienqueno teníaporquésaberla definiciónmo-
dernade límite».Afirma de pasoque«losfilósofosmedievalespuedenser
exculpados·[porcreerquelos argumentosdeZenónteníanalgunaimportan-
cia], puesAugustin-LouisCauchynacióen 1789,pero los pseudofilósofos
actuales[¿Russell,quizás?]no tienendisculpaposible,comono seala de
ignorarpor completolas matemáticas».Pero olvidaNavarroque Cauchy
murióen 1857,cuandofaltabanquinceafiosparaque-consu ayuda,por su-
puesto-seconcluyerala construcciónde los númerosrealesy devinierapo-
sibledespejardemanerarigurosalas paradojasdelgenialdiscípulode Par-
ménides,comoya seindicóenelprimerparágrafo.
1plantearel problemadicedonJoaquín:«Supóngasea Aquiles,el héroede
os piesveloces,persiguiendoa una tortugaquele lleva10 m de ventaja;
upóngaseademásquela tortugaviajaa la inverosímilvelocidadde 1 cmls
queAquileslo hacea 1 mis,esdecir,100vecesmásdeprisaquela tortu-
a y un pocomásdespacioqueel actualrecordmandel mundo».Comose
ecordará,el pasado24dejunio la abuelitaboyacenseEveliaMartínezesta-
lecióenRomaunanuevamarcamundialenlos 100m planosenla catego-
ría damas,mayoresde80afios,al pararel cronómetroelectrónicoen31.48s,~ocu lle daunavelocid dmediade3.18mis,o seamásdeltripl dela del
AquilesdeNavarro.De modoquelasofensaspersonalesno selimitana Ze-
nón,sinoqueseextiendenal bravohéroedeTroyay a todoslos atletasque
en el mundoson,llegandoinclusohastalas noblese indefensastortugas.
En efecto,si la sefioraMartínezcorreconvelocidadquetriplicala delpseudo-
Aquiles,cualquiervelocistaqueserespetelo hace10vecesmásrápido:la
velocidadmediacorrespondienteal actualrecordmandelmundodelos 100m
planos(JamesRay Hines,9.95s, México,14.10.68)es de 10.05mis. Pero
se han medidovelocidadesmayores:el 21 de junio de 1963en StoLouis,
Missouri,cuandoRobertLee Hayes impusonuevamarcamundialen las
100yardascon9.1s, le fuemedidaentrelas 60y las 75yardasunaveloci-
dad de 12.47mis. Por otra parte,el actualplusmarquistamundialde los
quelonios,"Charlie»,corrióen Tickhill, S. yorkshire(Inglaterra)18piesen
43.7s, lo cualle da unavelocidadmediade 12.56cmls, o seamásde doce
vecesmayorquela dela tortugadeNavarro.Esta última(1cm/s) ni siquiera
llegaa los 1.3cmls correspondientesa 'la velocidadnormalde un caracol
comúncuandosedesplazaenbuscadealimento.(Paraconfrontartodoslos
datosanterioresepuedeconsultarla últimaedicióndelGUINNESS Book
of WorldRecords).
NavarroexplicadespuéselargumentodeZenónysigue:
"Peroanalicemosestacarreradepersecuciónconla ayudadela fría aritmé-
tica.Designemospor El y e••E2y ~, E3Y e3,ete.,lae,respectivasposiciones
de Aquilesy la tortugaen cadauno de los momentosconsideradosen el
ejemplo.Sean t••t2,t3,oo. etc.,los respectivosintervalosdetiempotranscu-
rridosquecontaremosensegundosy a partirdelinstantedeiniciodela ca-
rrera.Para tl =10,esdecir,al cabodelOs, El =10;encuantoa e••vale
10+~ pueshayquecontarconlos 10m deventajay elhechodequela
100
tortugava 100vecesmásdespacioy, porlo tanto,recorreporsu(s)propio(s)
pie(s)~ demetro.Así pues,el = 10+~ = 10,1.
100 100
Avancemosa Aquileshastaque E2 = 10,1.Entonces,porel mismorazona-
mientodeantes,e2=10+~ =10+0,101=10,101.Un sencillocálcu-
100
lo nosdiceque ~ =10,1segundos.¿Y E3? E3=~=10,101,queerala po-
siciónanteriordela tortuga;entonces
t3=10,101y e3=10+ 10,101=10,10101.
100
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y asísucesivamente.En formadetabla:
El = 10 el = 10,1ti
E2 = 10,1
2 012
3 01
3 013
4 01
4 014
En = 10,01~-:;IOl
n 01.•!i 0~
En' en y tn sonlos respectivosvaloresen la n-ésimatomade tiempos.El
signo~ indicaqueelnúmerode1 situadosdetrás·dela comadecimalesn.
Es fácil ver queahoraAquilesalcanzasin dificultada la tortuga,puesa
medidaquecreceel númeron, tanto En como en como tn vanacercán-
doseal mismovalornumérico:al númerodecimalperiódico
x = 10,1010101010101...,
queesbienfácildecalcular.En efecto,
100·x= 100·10,101010101...=1010,101010101...,Y restando
100·x=1010,1010101...
- x = 10,1010101...
99·x= 1000
1000x=---
99
Al cabode 1000(=10+10)segundosexactos,Aquilesseharáunasopade
99 99
tortugaenelpuntoprecisoalejado1000 desupuntodepartida».
99
Hastaaquíel optimistaJoaquínNavarro.Observemosahorasu tabla,enla
cual resaltancon todaclaridaddos hechos:1) cadauna de las sucesiones
{En} (y {tn}queesigual)y {en}esestrictamentecreciente;2)entodomomento
la tortugale llevaunaventajitaal héroe.O sea,precisamente,lo queZenón
afirma.Perono se ve, del modocomopresentaNavarrosu razonamiento,
ningunaRAZON SUFICIENTE paraasegurar,comoél lo hace,que"a me-
didaquecreceelnúmeron, tanto En como en como tn vanacercándose
al mismovalornumérico».
• Aquíreproducimosla tablatalcualaparecenla página147deloriginalcitado.Nótesela errataenla últimafilade
la tabla,consistenteenla faltadeun1entrelacomay elceroencadaunodelostresguarismos.
I 29l ~ _
Es posiblequeun métodosimilarhayasidoel utilizadoporel jesuitaflamen-
coGrégoirede SaintVineent(1584-1667)paracalcularelpuntodondeAquiles
alcanzala tortuga,lo quele valióel elogiodeLeibnizen 1693(véase[11]).
En realidadel métodoqueestamoscomentandosepuedejustificardesdeel
puntode vista del análisis,mostrandoquelas sucesionesen cuestión,que
comovimossonestrictamentecrecientes,sonsin embargoacotadas,lo cual
implica,EN VIRTUD DEL TEOREMA DE LA MINIMA COTA SUPE-
RIOR -y soloenvirtudsuya- suconvergencia.Es deanotarqueenlospocos
textosdecálculoquelo mencionan,e inclusoenalgunosdeanálisiscomoel
deApostol[12],esteteorema parececomoaxioma.La razónes quela de-
mostración(véase,porejemplo,[13])esmuylargay complicada.Sin el teore-
ma de la mínimacotasuperior(o supremo)no se puede,pues,demostrar
el teoremabásicode quetodasucesióncrecienteacotadaconverge,por lo
cual,cuandolos autoresllegana estepunto,enel capítulocorrespondiente
de series,tienenqueexcusarsediciendo,por ejemplo,«nointentaremosdar
unapruebarigurosadeesteteorema,perolograremosunaapreciacióni tuiti-
va delresultadoadoptandoel siguiente nfoquegráfico»[14],etc.Confesión
similardeberíahaberhechoNavarro,conlo cualquedaríaclaroquequedó
sin demostrarlo quese queríademostrar,y en consecuenciaZenónsigue
invictoy Aquilessinpoderprepararsesucaldodetortuga.
En el libro [15],queesun textodepopularizacióndelas ideasfundamenta-
lesde la matemáticamoderna,sesuponequela velocidaddeAquileses el
dobledela dela tortugay seintentademanerahonradaexplicardesdeun
puntodevistamáso menoselementalporquélas sucesionesquenosocupan
debentenerun límite.
Dejemoscomoejercicioparael lectorel mostrarquelas sucesionesde Na-
varrosonacotadas,y anotemosquedetodasmanerasenel intentocomen-
tadohayun granprogresoconrespectoal bachillerdel literala),ya quese
haceel esfuerzoderazonara partirdelplanteamientodeZenón,y no como
hizo nuestrojoven amigo,que ignoróolímpicamentelos argumentosdel
eleáticoy aplicóel álgebraelementala suprejuiciodequeel pobrequelonio
noledaunbrincoal hijo deTetis.
4. UNA SOLUCION MATEMATICA GENERAL
Sea to = O el instanteen quese inicia la competencia(Fig. 1),estando
Aquilesenelpunto Xo = O y la tortugaen x, =L; t, el momentoenque
elhéroepasaporelpunto x, y elquelonio"porelpunto x2, etc.El instante
tn estarádadoparaAquilesporla fórmula
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tn = Xn-- ,
V
(3)
y parala tortugapor
t = Xn+l- Xln
av
igualando(3)y (4)obtenemos
Xn+1 =L +a Xn
(4)
(5)
Evidentementelas sucesiones{qy {Xn}sonestrictamentecrecientes.Si
supiéramosquesonacotadasuperiormente,la propiedadelsupremoenlos
númerosrealesnosgarantizaríala existenciadellímite,comoya fueexplica-
doenelparágrafoanterior.Peroapriorino sabemosnada.Es claro,porotra
partey según(3),quela convergenciadeunadelas dossucesionesesequi-
valentea la delaotra.Así pues,si logramosdemostrarQUE {xn}CONVERGE,
eso significaráQUE AQUILES ALCANZA LA TORTUGA en el punto
x* =lim Xn<00 y enel instantet* =lim tn<oo.
Paravariar,utilicemosenla demostracióndela convergenciadelas sucesio-
nesun criterioeminentementeinterno,comoes el de Cauchy,eludiendola
verificacióndequesonacotadas.
LEMA 1.En cualquiermomentotk la ventajaquela tortugaconservaso-
breAquilesestádadaporla fórmula
(6)
Demostración.Si designamoscon Akt el lapsoempleadopor Aquilespara
pasardelpunto Xk-l al punto Xk,
tenemosqueenesemismolapsola tortugapasade
(7)
(8)
Aplicandoalternativamentelasfórmulas(7)y (8)tenemos
31
LEMA 2.La sucesión{xn}esfundamental(odeCauchy),Le.,
o .
V p,qEIN : I Xq - Xp I IIÚn {p,q}-+ 00 •
Demostración.Paraprecisión,sea q >p, q = p +m. En virtuddelLema1
y delhechodeque aE(O,l) tenemos
=Xp+m - Xp+m-l + Xp+m-1 - Xp+m-2 + Xp+m-2 +oo.+ Xp+2 - Xp+1 +
= aP L(am-1 + am-2 +...+ 1)=aP L (1 - am )-----+O lIlI1- p-oo
Comosesabe,los espaciosmétricosenlos cualestodasucesiónfundamental
convergea un puntodel mismoespaciose denominancompletos.Uno de
elloses el conjunto m de los númerosreales.La completitudde m se
demuestraconbase-otravez-enlasconstruccionesdeDedekindy Cantorde
1872.Con Cauchyhemospodidollegarhastael Lema2, perosólodespués
deDedekindy Cantorpodemosafirmarque {Xn}converge.Más exactamen-
te,tenemosel siguiente
TEOREMA. Aquilesalcanzala tortugaenel instantey enel sitiodadospor
las fórmulas(1)y (2).
Demostración.En virtuddela completitud e m la sucesiónfundamental
{Xn}cm convergea unpuntode m quedenotamosx*. Así quetomando
límitesenambosmiembrosde(5)cuandon -+ 00 tenemos
X* =L +ax* ,
dedonde
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X* = L
1-a '
(9)
fórmulaquecoincidecon (2).Ahora bien,tomandolímitesen (3)tenemos
lim tn =t* =x*/v, y reemplazandoaquíel valorde x* dadopor(9)obte-
nemos
t* =__L_
(l-a) v
enconcordanciacon(1)111
(lO)
Al observarlas fórmulas(9)y (10)nuestrobachillersonreiráingenuamente.
Aquilescomenzaráa prepararla ollaparasu sopay Zenónentregaráa Can-
tor sus ahorros,peropasándoleal mismotiempo,paraaguarleun pocola
fiesta,unanoticadeHilbert sobrela paradojadela dicotomía,observación
quevaleigualmenteparala nuestray que-dice:"Por lo generalsetratade
eludirestaparadojarazonandoquedetodasmanerasla sumadeunacanti-
dadinfinitadeesosintervalostemporalesconverge,y por lo tantorepresen-
ta un transcursofinito de tiempo.Ese razonamiento,sin embargo,no toca
un puntoesencialmenteparadójico,cuales el hechode queciertasucesión
infinitade eventosquese siguenunosa otros,sucesióncuyaterminación
no podemosiquieraimaginar(nosólodehecho,sinoaunquefueraenprin-
cipio),debaenrealidady a pesardetodoconcluirse»[16].
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